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Eksfiltracja	jest	zjawiskiem	niekorzystnym	i	może	powodować	zrzuty	patogenów	na	tereny	mieszkalne	(zurbanizo-
wane),	powodować	przekroczenia	standardów	jakości	wody	i/lub	stwarzać	zagrożenie	dla	zdrowia	ludzi	mieszka-
jących	w	sąsiedztwie	zanieczyszczonych	ściekami	jezior	i	rzek.	Ścieki	pochodzące	z	eksfiltracji	zawierają	duże	ilo-
ści	zawiesin,	mikroorganizmów	chorobotwórczych,	zanieczyszczeń	toksycznych,	związków	organicznych,	olejów	
i	tłuszczów.	Podejrzewa	się,	że	w	skali	kraju	występuje	znaczna	eksfiltracja	ścieków	z	systemów	kanalizacyjnych	do	
gruntu	i	wód	gruntowych,	ale	istnieje	niewiele	opublikowanych	dowodów	na	istnienie	tego	problemu.	
W	artykule	podjęto	próbę	opracowania	modelu	matematycznego	zjawiska	eksfiltracji	ścieków.	Zaprezentowane	przez	
autorów	inżynierskie	narzędzie	do	matematycznego	opisu	strumienia	eksfiltrujących	ścieków	z	pustki	powstałej	
w	gruncie	spoistym	do	gruntu	i	wód	gruntowych	pozwala	na	oszacowanie	objętości	strumienia	eksfiltrujących	ścieków.	
Dalsze	prace	przewidują	weryfikację	otrzymanej	zależności	za	pomocą	symulatów	numerycznych	(HYDRUS,	
FEFLOW)	i	potencjalną	modyfikację	opisanej	w	niniejszej	pracy	metody.
Słowa kluczowe: kanalizacja sanitarna, eksfiltracja ścieków, nieszczelność, hydraulika przepływu

Exfiltration	is	an	unfavorable	phenomenon	and	can	cause	discharges	of	pathogens	into	residential	areas	(urbanized	
areas),	cause	water	quality	standards	to	be	exceeded	and/or	pose	health	risks	to	people	living	in	the	vicinity	of	
sewage-polluted	lakes	and	rivers.	Exfiltration	wastewater	contains	large	amounts	of	suspended	solids,	pathogenic	
microorganisms,	toxic	pollutants,	organic	compounds,	oils	and	fats.	It	is	suspected	that	on	a	national	scale	there	is	
significant	exfiltration	of	wastewater	from	sewage	systems	into	the	ground	and	groundwater	but	there	is	little	
published	evidence	of	this	problem.	
This	paper	attempts	to	develop	a	mathematical	model	of	the	phenomenon	of	wastewater	exfiltration.	The	
engineering	tool	presented	by	the	authors	for	the	mathematical	description	of	the	flux	of	exfiltrating	wastewater	from	
the	void	formed	in	cohesive	soil	into	the	ground	and	groundwater	allows	estimating	the	volume	of	the	flux	of	
exfiltrating	wastewater.	
Further	work	envisages	verification	of	the	obtained	relationship	using	numerical	simulators	(HYDRUS,	FEFLOW)	and	
potential	modification	of	the	method	given	in	this	paper
Keywords: sanitary sewers, sewage exfiltration, leakage, flow hydraulics

Wprowadzenie

Podstawą	 poprawnego	 funkcjonowania	
systemów	 kanalizacyjnych	 transportujących	
ścieki	 bytowo	 –	 gospodarcze	 z	 miejsca	 ich	
powstawania	do	miejsca	odbioru	 tj.	 oczysz-
czalni	ścieków	jest	ich	szczelność.	Brak	szczel-
ności	w	systemach	kanalizacyjnych	spowodo-
wany	wieloma	czynnikami,	skutkuje	występo-
waniem	negatywnych	zjawisk	między	innymi,	
takich	jak	infiltracja	wód	gruntowych	do	wnę-
trza	 nieszczelnych	 przewodów	 kanalizacyj-
nych	oraz	eksfiltracja	ścieków	z	nieszczelnych	
przewodów	kanalizacyjnych	do	gruntu.	Przy-
czyny	oraz	skutki	zjawiska	 infiltracji	opisane	
zostały	w	wielu	publikacjach	m.in.	w	[1	–	7],	

[24-25],	 natomiast	 w	 przypadku	 eksfiltracji	
dane	literaturowe	są	nadal	niewystarczające.	
Mimo	 iż	 podejrzewa	 się,	 że	 w	 skali	 kraju	
występuje	znaczna	eksfiltracja	ścieków	z	prze-
wodów	 kanalizacyjnych	 do	 gruntu	 i	 wód	
gruntowych,	 to	 istnieje	 niewiele	 opublikowa-
nych	dowodów	na	istnienie	tego	problemu.

Podkreślić	 należy	 fakt,	 iż	 eksfiltracja	
może	powodować	zrzuty	patogenów	na	tere-
ny	mieszkalne	(zurbanizowane),	powodować	
przekroczenia	 standardów	 jakości	wody	 [9]	
i/lub	stwarzać	zagrożenie	dla	zdrowia	ludzi	
mieszkających	w	sąsiedztwie	jezior	czy	rzek	
oraz	 zagrażać	 życiu	 organizmów	wodnych	
i	 ich	 siedliskom,	 zaburzać	 funkcjonowanie	
systemów	 wodociągowych	 w	 całym	 kraju	

posadowionych	w	bezpośrednim	sąsiedztwie	
nieszczelnych	systemów	kanalizacyjnych	[8].	

W	artykule	podjęto	próbę	opisu	matema-
tycznego	zjawiska	eksfiltracji.	Artykuł	stanowi	
punkt	wyjścia	do	dalszych	analiz	i	opracowa-
nia	 bardziej	 złożowych	 modeli	 opisujących	
rozprzestrzenianie	 się	 zanieczyszczeń	 po-
chodzących	 ze	 ścieków	 w	 otoczeniu	 nie-
szczelnych	systemów	kanalizacyjnych.

Matematyczny opis zjawiska 
eksfiltracji ścieków z nieszczelnych 
przewodów kanalizacyjnych

Występowanie	zjawiska	eksfiltracji	ście-
ków	jest	procesem	złożonym	i	zależnym	od	

dr	hab.	inż.	Bartosz	Szeląg;	prof.	PŚk.	https://orcid.org/0000-0002-0559-5475	–	Politechnika	Świętokrzyska	w	Kielcach,	Wydział	
Inżynierii	Środowiska	Geomatyki	i	Energetyki,	Katedra	Geotechniki,	Geomatyki	i	Gospodarki	Odpadami;	bszelag@tu.kielce.pl;		
dr	inż.	Justyna	Lisowska	https://orcid.org/0000-0002-1777-100X	–	Politechnika	Świętokrzyska	w	Kielcach,	Wydział	Inżynierii	Środowiska	
Geomatyki	i	Energetyki,		Katedra	Sieci	i	Instalacji	Sanitarnych;	e-mail:	justyna@tu.kielce.pl



60

 W 
wielu	 czynników	 (zmiennych)	 m.in.	 rodzaju	
gruntu,	poziomu	wód	gruntowych	w	otocze-
niu	 przewodów,	 materiału	 konstrukcyjnego	
przewodów,	wielkości	szczeliny	(nieszczelno-
ści)	i	jej	lokalizacji.

Założenia 
W	przykładzie	analizie	poddano	przypa-

dek	przewodu	kanalizacyjnego	posadowione-
go	w	gruncie	spoistym,	kiedy	to	pod	przewo-
dem	tworzy	się	pustka	powietrzna.	Pustki	po-
wstałe	 w	 otoczeniu	 nieszczelności	 stanowią	
zagrożenie	 nie	 tylko	 dla	 samej	 konstrukcji	
przewodu,	 ale	 niejednokrotnie	 prowadzą	 do	
katastrof	 budowlanych	 i	 ekologicznych.	 Wy-
ciekające	 z	 przewodów	 kanalizacyjnych	 za-
nieczyszczenia	 powodują	 skażenie	 gruntu	
i	wód	gruntowych	wokół	nieszczelności.	Przy-
padek	 powyższy	 występujący	 na	 granicy	
dwóch	 faz	 (powierzchnia	 kanału	 i	 ośrodek	
gruntowy)	jest	bardzo	skomplikowany	i	wyma-
ga	rozwiązania	równania	różniczkowego	La-
place’a	 opisującego	 układ	 linii	 potencjału	
i	prądu	[10].	Liczne	dane	literaturowe	na	temat	
szczegółowego	 rozwiązania	 powyższego	
równania	można	znaleźć	w	pracy	[15].	Opra-
cowano	również	wiele	innych	metod	służących	
do	 określania	 wielkości	 eksfiltracji.	 Jednymi	
z	najczęściej	stosowanych	jest	równanie	Darcy,	
Hortona	opisane	w	[12],	lub	Greena	–	Ampta	
[13],	[14].	Wadą	dwóch	pierwszych	równań	
jest	fakt,	iż	nie	uwzględniają	poziomu	wody	na	
powierzchni,	z	której	ścieki	infiltrują	do	gruntu.	
W	większości	rozważań	praktycznych	w	rów-
naniu	 Greena	 –	 Ampta	 poziom	 ścieków	 jest	
również	 pomijany,	 przy	 czym	 modyfikacja	
opracowana	przez	Osmana	Akana	daje	moż-
liwość	uwzględnienia	tego	czynnika.	

Mając	 na	 względzie	 powyższe	 uwagi	
w	 artykule	 podjęto	 próbę	 matematycznego	
opisu	zmienności	ilości	ścieków	eksfiltrujących	
z	przewodu	do	pustki	powietrznej	powstałej	
w	otoczeniu	nieszczelności.	Ilość	ścieków	tra-
fiających	do	pustki	a	następnie	do	gruntu	opi-
sano	 równaniem	 Darcy.	 W	 celu	 prezentacji	
opracowanej	 metodyki	 wykonano	 również	
przykład	obliczeniowy.	

Przykład obliczeniowy 
W	analizach	przyjęto,	że	powstała	pust-

ka	na	kształt	kuli	(rys.	1),	z	której	ścieki	eks-
filtrują	 następnie	 do	 gruntu.	 Ilość	 ścieków	
dostających	 się	 do	 gruntu	 opisano	 równa-
niem	Darcy	o	postaci:
	 Qo	=	kf	·	A	I	=	π	·	k	·	D	·	h	·	I	 (1)
gdzie:	
A	 –	 pole	powierzchni	zwilżonej	pustki,	
h	 –	 napełnienie	pustki,	
D	 –	 średnica	pustki	w	kształcie	kuli,	
kf	 –	 współczynnik	filtracji,	
I	 –	 spadek	 hydrauliczny	 wyrażony	 róż-

nicą	wysokości	słupów	wody	lub	róż-
nicą	ciśnień	na	drodze	przepływu

Z	tego	powodu,	że	wartość	współczynni-
ka	filtracji	w	gruntach	spoistych	nie	jest	moż-
liwa	 do	 precyzyjnego	 ustalenia	 i	 przyjęcia	
stałej	wartości,	w	związku	z	 tym	w	powyż-
szych	analizach	przyjęto,	że	wartość	k	może	
się	zmieniać	i	dlatego	też	ma	charakter	sto-

chastyczny.	W	analizach	wykonano	oblicze-
nia	dla	kilku	wariantów	współczynnika	filtra-
cji	(k),	w	celu	wykazania	wpływu	warunków	
gruntowych	na	ilość	eksfiltrujących	ścieków.	

Ilość	 ścieków	 dopływających	 do	 pustki	
z	 nieszczelnego	 kanału	 wyrażono	 jako	
wydatek	 małego	 otworu	 niezatopionego	
i	opisano	równaniem:
	 Qd	=	μ	·	π	·	dotw

2/4	·	 		
	 ·	(2	·	g	·	H	+	α	·	υ2	·	(2	·	g)–1)	0,50	 (2)
w	którym:	
dotw	 –	 średnica	otworu	w	dnie	kanału,	
H	 –	 napełnienie	kanału,	
υ	 –	 prędkość	przepływu	w	kanale,	
α	 –	 współczynnik	Saint	Venanta,	
μ	 –	 współczynnik	wydatku.	

Do	opisu	zmienności	napełniania	pustki	
zastosowano	 równanie	 bilansu	 objętości	
ścieków	o	postaci	[14]:

	 	 (3)

w	którym:	
Qo(t)	–	 natężenie	odpływu	ścieków	z	pustki	

powietrznej,	
dh	 –	 zmiana	napełnienia	pustki	powietrz-

nej	w	czasie	dt,	
Qd(t)	–	 natężenie	dopływu	ścieków	do	pust-

ki	powietrznej,	
dV –	 zmiana	objętości	ścieków	w	czasie	dt	

zakumulowanych	w	pustce	powietrz-
nej	określana	następująco:

	 	 (4)

gdzie:	
B	 –	 szerokość	 zwierciadła	 ścieków	

szczelinie	wg	rysunku	1,	
dh = h2 – h1	 –	 zmiana	 napełnienia	 pustki	

powietrznej	w	czasie	dt.	
Szerokość	zwierciadła	ścieków	w	szczeli-

nie	(B)	wzór	(4)	jest	wartością	zmienną	w	cza-
sie	 (dt)	 i	 wyznaczona	 zgodnie	 z	 literaturą	
branżową	[23].	W	równaniu	(3)	można	przy-
jąć	3	etapy	przebiegu	zmienności	napełnienia	
w	pustce	powietrznej.	Pierwszy	etap,	w	którym	
odbywa	 się	 napełnianie	 (Qo≠const),	 drugi	
podczas	którego	pustka	jest	całkowicie	wypeł-
niona	 i	 ilość	 eksfiltrujących	 ścieków	 jest	 stała	
(Qo	=	const)	oraz	trzeci	etap,	w	trakcie	którego	
pustka	powietrzna	 jest	opróżniana	 (Qd	=	0).	
Podstawiając	do	(3)	powyższe	zależności	uzy-
skuje	się:

	
	
	 	 (5)	

Rozdzielając	 zmienne	 w	 równaniu	 (4)	
oraz	 przyjmując	 wartość	 H	 =	 const	 dla	
poszczególnych	 kroków	 dt	 można	 zapisać	
równanie	w	postaci:

	 	 (6)

Równanie	różniczkowe	(6)	wyraża	zmien-
ność	napełnienia	pustki	powietrznej	w	fazie	jej	
napełniania.	Dla	całkowicie	wypełnionej	pust-
ki	można	zapisać,	że	h = D = const.	Z	kolei	gdy	
pustka	jest	opróżniana	równanie	różniczkowe	
(5)	przekształca	się	następująco:

	 	 (7)

W	równaniu	(7)	dokonując	odpowiednich	
przekształceń	oraz	całkując	uzyskane	ułamki	
proste	otrzymuje	się	zależność	w	postaci:

	 	 (8)

w	którym:	
c	 –	 parametr	 pomocniczy	 określany	 ze	

wzoru	c = π ∙ k ∙ D ∙ I. 
W	równaniach	(6)	i	(8)	ze	względu	na	to,	

że	wartość	Qd	tj.	ilość	ścieków	dopływająca	
to	otworu	(nieszczelności)	zmienia	się	w	cza-
sie	dlatego	też	w	analizach	należy	przyjmo-
wać	taką	wartość	t2	–	t1	aby	Qd(t1)	≈	Qd(t2).

W	 równaniu	 (7)	 wykonując	 dzielenie	
licznika	 i	mianownika	po	 scałkowaniu	 uzy-
skuje	się	zależność:	

	 	 (9)

Do	rozwiązania	równań	różniczkowych	
(6)	i	(7)	można	zastosować	również	metody	
numeryczne	(Rungego	Kutty	IV	rzędu,	Eulera,	
Adama	–	Bosfortha	[16]).

W	celu	prezentacji	graficznej	powyższe-
go	modelu	wykonano	przykład	obliczeniowy.	
Przyjęto	w	nim,	że	ilość	ścieków	dopływająca	
do	 pustej	 szczeliny	 o	 średnicy	 D = 0,25m  
opisano	hydrogramem	dopływu	(rys.	2).		

Rys. 1. 
Schemat hydrauliczny pustki 
powietrznej przyjęty do obliczeń
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W	analizach	rozpatrzono	5	różnych	war-
tości	współczynnika	filtracji	kf = 1∙10-6 m/s,	kf 
= 3∙ 10-6 m/s,	kf = 5∙10-6 m/s,	kf = 7∙10-6 m/s	
i	kf = 9∙10-6 m/s;	wyniki	obliczeń	zobrazowa-
no	na	rysunku	3.	

Podsumowanie 

	W	 artykule	 wykazano,	 że	 opracowany	
model	 matematyczny	 zjawiska	 eksfiltracji	
ścieków	z	nieszczelnych	przewodów	do	grun-
tu	i	wód	gruntowych	pozwala	na	modelowa-
nie	 zjawiska	 w	 różnych	 rodzajach	 gruntów	
(dla	różnych	wartości	współczynnika	filtracji).	
Z	uwagi	na	dynamiczny	charakter	zjawiska	
eksfiltracji,	analiza	wymagała	przyjęcia	licz-
nych	założeń	uproszczających.	Dalsze	prace	
przewidują	 weryfikację	 otrzymanych	 zależ-
ności	 za	 pomocą	 symulatów	 numerycznych	
(HYDRUS,	FEFLOW)	i	potencjalną	modyfika-
cję	opisanej	w	artykule	metody.	
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Rys. 3. 
Wykresy zależności ilości ście-
ków eksfiltrujących (Qeks) do 
gruntu a powierzchnią szczeli-
ny dla różnych wartości 
współczynników filtracji (kf)

Rys. 4. 
Zmiana napełnienia pustki 
o średnicy D dla przyjętego 
dopływu Qd = f(t) i różnych 
wartości współczynników fil-
tracji (kf)

Rys. 2. 
Dopływ (Qd) ilości ście-
ków w czasie t do 
szczeliny w dnie kana-
łu


