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Wątpliwości dotyczące modelowania 
matematycznego filtracji pospiesznej wody

Doubts about mathematical modelling of rapid water filtration
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Opisano metody matematycznego modelowania filtracji pospiesznej wody zwracając szczególną uwagę na roz-
bieżności w poglądach dotyczących zjawisk towarzyszących filtracji wgłębnej zawiesin wodnych. Opisano te wąt-
pliwości, które zostały wyjaśnione i w jaki sposób je rozstrzygnięto. Chociaż żadna z metod nie okazała się efek-
tywna w modelowaniu filtracji zawiesiny poddanej koagulacji, a więc nie znalazła bezpośredniego zastosowania 
w technologii wody, to jednak każda z nich, w różnym stopniu, pozwoliła lepiej zrozumieć ten proces. 
Słowa kluczowe: filtracja wgłębna, filtracja pospieszna, modele fizyczno-chemiczne, modele stochastyczne

Methods of mathematical modelling of rapid water filtration are described, paying particular attention to the 
divergences in views on the phenomena accompanying the depth filtration of water suspensions. These doubts were 
described and clarified. It was also described how they were resolved. Although none of the methods proved to be 
effective in modelling the filtration of coagulated suspensions, and thus did not find direct application to water 
technology, each of them provided a better understanding of the process to varying degrees.
Keywords: depth filtration, rapid water filtration, physico-chemical models, stochastic models.

Wstęp

Filtrację pospieszną zawiesin wodnych 
przez ośrodek porowaty, stanowiący złoże 
filtracyjne stosowane w  celu otrzymania 
czystego filtratu, w  inżynierii chemicznej, 
nazywa się filtracją wgłębną. Tutaj zamien-
nie będzie stosowany termin filtracja wgłęb-
na i filtracja pospieszna. O ile w filtracji po-
spiesznej dominują zjawiska mechaniczne, 
o  tyle w  powolnej mikrobiologiczne. Nie-
mniej w  filtracji wgłębnej zjawiska mikro-
biologiczne mają znaczenie, chociażby jak 
idzie o zmianę w czasie eksploatacji filtrów 
właściwości fizycznych ziaren filtracyjnych. 
Z drugiej strony, oddziaływania mechanicz-
ne i fizyczno-chemiczne pomiędzy cząstka-
mi zawieszonej w  zawiesinach wodnych 
fazy stałej, a  mikroorganizmami i  po-
wierzchnią ziaren złoża nie są bez znacze-
nia dla przebiegu procesu filtracji powolnej. 

Omówione tutaj zostaną wątpliwości 
dotyczące zjawisk towarzyszących filtracji 
pospiesznej wraz z  lakonicznym określe-
niem metod badawczych zastosowanych 
do ich rozpoznania.

Podstawy modelowania 
fenomenologicznego

Matematyczne modelowanie filtracji 
wgłębnej zawiesin wodnych opiera się na 
modelach fenomenologicznych, stocha-
stycznych lub fizyczno-chemicznych. 

Modele fenomenologiczne nazywa się 
również czasami modelami makroskopo-
wymi [27]. Powstały one w  latach czter-
dziestych ubiegłego stulecia i opierały się 
na układzie dwóch równań. Jedno z nich 
opisywało bilans masy, a drugie szybkość 
wysycania porów złoża filtracyjnego cząst-
kami fazy stałej. Po pominięciu w równa-
niu bilansu masy wyrażenia opisującego 
hydrodyspersję przyjmowało ono jedną 
z postaci (1), (2) [20] lub (3) [1], [17], [18].

	 � (1)

	 � (2)

	 � (3)

W  równaniach tych wprowadzono 
następujące oznaczenia:
u	 –	 prędkość (pozorna) filtracji [m/s],
x	 –	 współrzędna głębokości [m],
t	 –	 czas [s],
C	 –	 objętościowe stężenie zawiesiny 

zdefiniowane jako iloraz objętości 
zawieszonych w  zawiesinie czą-
stek fazy stałej do objętości zawie-
siny [-],

ε	 –	 chwilowa porowatość objętościo-
wa złoża zależna od porowatości 
początkowej εo oraz od stężenia 
osadu σ [-],

σ	 –	 stężenie objętościowe osadu zdefi-
niowane jako iloraz objętościowy 
zatrzymanych cząstek fazy stałej 
do objętości porowatego ośrodka 
[-].

W równaniu (1) uwzględniono wyra-
żenie ∂(eC)/∂t opisujące szybkość zmian 
w  czasie objętości zajętej w  zawiesinie, 
wypełniającej pory złoża filtracyjnego, 
przez cząstki fazy stałej. W równaniu (2) 
uproszczono to wyrażenie przyjmując ε = 
ε0 i wreszcie w równaniu (3) całkowicie je 
pominięto.

Równanie opisujące wysycanie poro-
watego ośrodka usuwanymi cząstkami fazy 
stałej zapisywane było przez Rosjan [25] 
i Polaków [3], [9], [20], [21], [22] w posta-
ci równania kinetyki (4), a  w  krajach 
„zachodnich” w postaci równania (5) zapi-
sanego po raz pierwszy przez Iwasaki [18].

	 �
(4)

	 �
(5)

W równaniach (4), (5) α jest funkcją 
zależną od prędkości filtracji i od nierów-
nomierności uziarnienia α (u,x), przy 
czym wartości α w  tych równaniach są 
różne. Zmiennymi niezależnymi w równa-
niach (1) lub (2) lub (3) oraz (4) lub (5) są: 
x, t. Zmiennymi zależnymi są C(x,t), σ (x,t) 
oraz ε (σ(x,t)). Ponieważ z układu dwóch 
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 W 
równań można obliczyć tylko dwie zmien-
ne zależne, więc w przypadku zastosowa-
nia równania bilansu (1) konieczne jest 
wyrażenie porowatości ε w  funkcji stęże-
nia osadu ε. Niestety stosunkowo mało 
wiadomo o zależności ε = ε (σ) i oblicza 
się porowatość ośrodka, tak jak gdyby 
była ona zależna liniowo od porowatość 
osadu m i od jego stężenia σ, co nie znaj-
duje podstaw technicznych: 

	 � (6)

Znalezienie całki szczególnej wymaga 
znajomości warunków granicznych. Pierw-
szy z nich jest warunkiem brzegowym,

	 C(x = 0,t) = C0� (7)

które definiuje stałą wartość stężenia 
zawiesiny C0 dopływającej do złoża filtra-
cyjnego, albo zmienną w czasie C(x = 0,t) 
= Cx=0(t), gdzie Cx=0(t) jest zadaną funkcją 
czasu. Oprócz warunku brzegowego (7) 
w  obliczeniach korzysta się z  warunku 
opisującego to, że po wypłukaniu złoża 
filtracyjnego „czoło” dopływającej zawie-
siny natrafia na czysty porowaty ośrodek. 
Ten warunek dla równań bilansu masy (1), 
(2) przyjmuje się w postaci warunku gra-
nicznego (8), a  dla równania (3) jako 
warunek początkowy (9):

	 � (8)

	 s(x,0) = 0� (9)

Dla niejednorodnego porowatego 
ośrodka, z  jakim mamy do czynienia po 
płukaniu filtru, należy przyjąć, że współ-
czynniki α zależą od współrzędnej głębo-
kości x. Dlatego α = α(x). Tak więc dla 
układów równań (1), (4) oraz (2), (4) 
i warunków granicznych (7), (8) oraz dla 
układu równań (3), (5) i  warunków gra-
nicznych (7), (9) zmienne zależne C, σ, ε, 
α wykazują następujące zależności od 
zmiennych niezależnych x oraz t:

C(x, t), σ (x, t), α (x), ε(ε0, σ (x, t)),  
λ(σ (x, t)).

Wartość stężenia osadu na granicy 
warstwy filtracyjnej, tzn. dla x=0 obliczyć 
można bezpośrednio z  równania kinetyki 
(4) oraz warunku brzegowego (7). Metody 
analitycznego rozwiązania układu równań 
bilansu masy (1) i kinetyki (4) przy warun-
kach granicznych (7), (8) oraz układu rów-
nań (2), (4) przy tych samych warunkach 
granicznych są od dawna znane, w  tym 
dla równań kinetyki opisującego przepływ 
przez niejednorodny porowaty ośrodek 

[9]. Natomiast układ równań bilansu masy 
(3) oraz równania opisującego wysycanie 
porowatego ośrodka osadem (5) rozwią-
zuje się przy warunku brzegowym (7) oraz 
początkowym (9). Metoda rozwiązania 
tego układu równań jest prosta i przedsta-
wiona wiele lat temu.

Modele stochastyczne i UBE

Modele stochastyczne rozwijane były 
intensywnie w szkole naukowej profesora 
Litwiniszyna, głównie w oparciu o procesy 
Markowa. Zasługą tych modeli było do-
starczenie podstaw teoretycznych dla 
przyjętych najpierw intuicyjnie i następnie 
czysto empirycznie potwierdzonych rów-
nań kinetyki (4) oraz takich, które dodat-
kowo uwzględniały hipotetyczne zjawisko 
sufozji osadu w filtrach. Modele fizyczno–
chemiczne filtracji odnosiły się najpierw 
do przepływu gazów odlotowych przez fil-
try workowe, a później zostały zaadopto-
wane do modelowania filtracji pospiesznej 
(wgłębnej) wody i tam rozwijane. Podzie-
lono zjawiska występujące w  filtracji po-
spiesznej na mechanizmy transportu i ad-
hezji. W czasie filtracji pospiesznej wody 
odstępstwa od ruchu laminarmego linio-
wego są nieznaczne. Jeżeli zastosować 
równanie Erguna do obliczania oporów 
przepływu przez czyste złoże filtracyjne to 
pierwszy jednomian tego równania opisu-
je laminarne liniowe opory przepływu, tak 
jak równanie Kozeny–Carmana, a drugie 
nieliniowość oporów. Wartość tego dru-
giego jednomianu nie przekracza 2% cał-
kowitych oporów przepływu, nawet dla fil-
trów superpospiesznych. W przepływie la-
minarnym linie prądu są ustalone w czasie 
i  nie stykają się z ograniczającymi prze-
pływ ciałami stałymi, na których po-
wierzchni prędkość przepływu jest równa 
zero. Tak więc zatrzymanie cząstek fazy 
stałej w złożu filtracyjnym oznacza, że ist-
nieją mechanizmy powodujące opuszcze-
nie przez nie linii prądu i zbliżenie się do 
powierzchni ziaren złoża filtracyjnego. Te 
mechanizmy nazywane są mechanizmami 
transportu. W bardzo małej odległości od 
ziaren złoża pojawiają się znacznie więk-
sze siły. Najpierw rozpoczyna się od od-
pychania, gdyż zarówno powierzchnia 
ziaren złoża piaskowego jest naładowana 
ujemnie jak i cząstek gliny, które stanowią 
najpowszechniej występującą fazę stałą 
wód powierzchniowych. Po przekroczeniu 
utworzonej w ten sposób bariery potencja-
łu zaczynają oddziaływać przyciągające 
siły powierzchniowe, w  tym siła van der 
Waalsa. Rozróżnia się więc mechanizmy 
adhezji odpowiedzialne za zatrzymanie 
na powierzchni ziaren tych cząstek fazy 

stałej, które przekroczyły barierę potencja-
łu. Modele fizyczno – chemiczne, nazywa-
ne „Unit bed element” (UBE) pozwoliły na 
zrozumienie i  opisanie mechanizmów 
transportu, w  tym na określenie zakresu 
wielkości cząstek zawieszonych w zawie-
sinie, dla których transport z  zawiesiny 
wodnej do ziaren złoża jest najmniej efek-
tywny. Modele fenomenologiczne nie da-
wały tej możliwości. Są one jednak przy-
datne o  tyle, że zarówno modele stocha-
styczne jak i UBE prowadzą do zacytowa-
nych tutaj równań od (1) do (5), a  więc 
można skorzystać z rozwiązań analitycz-
nych odpowiedniego układu równań. Jest 
to zawsze udogodnienie, nawet pomimo 
faktu, że rozwiązania numeryczne tych 
układów są proste. 

Przyznać należy, że żadne metody 
obliczeniowe nie znalazły zastosowania 
do modelowania przepływu koagulowa-
nych zawiesin wodnych przez niejedno-
rodne po płukaniu złoże filtracyjne. W dal-
szej części artykułu opisano niektóre zja-
wiska stwarzające trudności w takim opisie 
i  powodujące, że staje się on, jeżeli 
w ogóle możliwy, to nieuzasadniony pod 
względem nakładu pracy na pomiary 
związane z uwzględnieniem niejednorod-
ności uziarnienia złoża i zawiesiny.

Uproszczenia równania bilansu 
masy

Jedną z  najstarszych kontrowersji 
dotyczących filtracji pospiesznej wody 
była sprawa bilansu masy. W  krajach 
zachodnich zawsze stosowane było rów-
nanie bilansu (3) podane po raz pierwszy 
przez T.Iwasaki [18]. Jak zauważył J.Litwi-
niszyn [20] prawidłowe teoretycznie jest 
równanie (1), które zawiera dodatkowo 
wyrażenie opisujące szybkość zmiany stę-
żenia cząstek fazy stałej w  zawiesinie 
wypełniającej pory złoża filtracyjnego. 
Powstały poważne różnice zdań pomię-
dzy J.Litwiniszynem, a K.J.Ivesem i pozo-
stałymi naukowcami stosującymi w swoich 
badaniach równanie Iwasaki (3). Uważali 
oni, że wyniki stosunkowo licznych prac 
laboratoryjnych prowadzonych z  jedno-
rodną zawiesiną bez koagulacji na jedno-
rodnych złożach filtracyjnych były zgodne 
z wynikami obliczeń opartych na niepeł-
nym równaniu Iwasaki (3). Rzecz dotyczy-
ła nie tylko tego czy równanie (3) może 
być stosowane do modelowania filtracji 
wgłębnej zawiesin wodnych, ale również 
tego czy badania oparte na równaniu 
kinetyki (4) są równoważne z tymi, w któ-
rych stosowano równanie (5). Bowiem 
z równań (3), (4) otrzymuje się (5) po prze-
liczeniu nowej wartości α. W  rezultacie 
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o ile zastosować warunek początkowy (9), 
zamiast warunku granicznego (8) to po  
przeliczeniu odpowiednio w  równaniu 
kinetyki (4) wartości α, wyniki obliczeń 
opartych na równaniu (4) są identyczne jak 
oparte na równaniu (5), a więc nie ma róż-
nicy w  sposobie modelowania filtracji 
pospiesznej wody pomiędzy badaczami 
z Europy Wschodniej i państw zachodnich. 

Metoda badawcza i rezultaty

W publikacji [8] dla oceny możliwości 
zastąpienia równania (1) równaniem (3) 
zastosowano równania znane pod nazwą 
autorów publikacji [15] jako równania 
Herzig-Leclerc-Le Goff. Dla równania (1) 
sprowadzają się one do postaci (11), a dla 
równania (3) do postaci (10), o ile założyć 
przebieg wysycania się ośrodka porowate-
go zgodny z równaniem kinetyki (4).

	 � (10)

	 � (11)

	 � (12)

Ponieważ wartość stężenia osadu 
σ(x=0, t) oblicza się bezpośrednio z rów-
nania kinetyki (4) i z warunku brzegowe-
go (7) więc obliczone wartości σ(x=0, t) 
nie zależą od stosowanego w  oblicze-
niach równania bilansu masy. Tak więc 
warunek brzegowy w postaci σ(x=0, t) jest 
dla równań (10), (11), (12) taki sam. Sto-
sując twierdzenie Czapłygin-Perron wyka-
zano w pracy [8], że rozwiązanie równa-
nia (11) w  postaci σ(x,t) jest zawarte 
pomiędzy rozwiązaniem równań (10) 
i  (12). Przedstawione przykłady oblicze-
niowe [8] pokazały oczywistą własność, 
że gdy C(x,t) << σ(x,t) zastosowanie nie-
pełnego równania bilansu masy Iwasaki 
(3) nie ma istotnego wpływu na obliczone 
wartości stężenia osadu σ(x,t), a  więc 
uproszczenie takie pod koniec procesu fil-
tracji jest jak najbardziej dopuszczalne. 
Podobny wniosek uzyskano dla radialnej 
filtracji zawiesin wodnych [7], która wystę-
puje w studniach chłonnych.

Hydrodyspersja

Kolejnym konceptem J.Litwiniszyna 
[20] i  jego zespołu, dotyczącym rozsze-
rzenia równania bilansu masy, było 
uwzględnienie w nim wyrażenia opisują-
cego hydrodyspersję cząstek stałych 
zawartych w  zawiesinie. Chociaż przy 
pulsacyjnym dopływie zawiesiny można 
było w przezroczystej kolumnie filtracyjnej 

obserwować hydrodyspersję, to jednak 
wszyscy z czasem przyjęli, iż w czasie fil-
tracji pospiesznej wody gradient stężenia 
zawiesiny w kierunku przepływu jest zbyt 
mały aby konieczne było rozbudowanie 
równania bilansu masy o człon hydrody-
spersyjny. Wątpliwość ta nie była badana, 
a  jedynie na podstawie zgodności wyni-
ków eksperymentalnych z  obliczeniami 
prowadzonymi z uwzględnieniem równa-
nia bilansu masy (1), lub (2), lub (3) uzna-
no, że hydrodyspersję można pominąć 
w  matematycznym modelowaniu filtracji 
wgłębnej zawiesin wodnych.

Sufozja osadu

Dyskusja na temat tego czy w czasie fil-
tracji pospiesznej wody dochodzi do sufozji 
osadu ma bardzo długą historię. Był to 
temat najbardziej znanej różnicy zdań 
pomiędzy K.J. Ivesem oraz D.M. Mintsem 
[25]. Mints utrzymywał, że w miarę groma-
dzenia się osadu w porach złoża filtracyj-
nego dochodzi do jego sufozji i że niezbęd-
ne jest uwzględnienie tego procesu w mate-
matycznym modelowaniu filtracji wgłębnej 
zawiesin wodnych. Zaproponował równa-
nie kinetyki opisujące zarówno zatrzymy-
wanie cząstek fazy stałej w porach złoża 
filtracyjnego, jak i sufozję, a więc przeciw-
ne do osadzania zjawisko porywania 
z zatrzymanego osadu cząstek fazy stałej 
do przepływającej zawiesiny wodnej. 
Postać tego zaproponowanego równania 
nie miała podstaw teoretycznych. Przepusz-
czając przez zakolmatowane złoże filtra-
cyjne czystą wodę K.J. Ives wykazał, że nie 
dochodzi do wymywania osadu w  tych 
warunkach. Niemniej Mints twierdził, iż 
przepływ zawiesiny wodnej to nie to samo 
co przepływ wody i  z  tym stanowiskiem 
dosyć powszechnie się zgodzono. Koncep-
cja sufozji, jako zjawiska występującego 
w  filtracji wgłębnej zawiesin wodnych 
zakładana była również w niektórych pra-
cach zachodnich [26]. W kolejnym artyku-
le opublikowanym w INSTAL-u zostanie 
przedstawiona koncepcja badań nad sufo-
zją osadu, w której autor współuczestniczył.

Podsumowanie

Modele fenomenologiczne filtracji 
wgłębnej zawiesin wodnych pozwalają na 
matematyczny opis przepływu jednorod-
nej niekoagulowanej zawiesiny przez 
homogeniczne porowate złoże. Rozwinię-
to te modele na przypadki niejednorodne-
go ośrodka porowatego, ale brak jest rze-
telnych podstaw doświadczalnych, które 
potwierdziły poprawność równania kinety-
ki (4), w którym stałą wartość współczyn-

nika a zastąpiono dla niejednorodnego 
złoża przez funkcję α (x) [9]. Równania 
stosowane w  fenomenologicznych meto-
dach modelowania zostały poniekąd uza-
sadnione przez modele stochastyczne 
[19,20,21], ale przy wyprowadzaniu tych 
równań konieczne było poczynienie zało-
żeń dotyczących prawdopodobieństwa 
zatrzymania w  złożu filtracyjnym zawie-
szonej w  zawiesinie cząstki fazy stałej, 
a  w  modelach uwzględniających sufozję 
osadu również prawdopodobieństwo 
wymycia takiej cząstki z osadu. Tak więc 
chociaż uzyskano w efekcie równania opi-
sujące wysycanie się porowatego ośrodka 
cząstkami zawieszonej fazy stałej, to jed-
nak otrzymany wynik uzależniony był od 
założeń poczynionych na etapie budowy 
modeli stochastycznych. Wielką zasługą 
modeli fizyczno–chemicznych (UBE) było 
wyjaśnienie istoty mechanizmu transportu 
odpowiedzialnego za opuszczenie przez 
cząstkę stałą zawiesiny linii prądu i zbliże-
nie się do obszaru, na którym najpierw 
dominują siły odpychające, tworząc barie-
rę potencjału, a  później siły adhezyjne. 
Obliczenia przeprowadzone dla kolekto-
rów różnego kształtu pozwoliły wyzna-
czyć wielkości cząstek, dla których wystę-
puje minimum efektywności mechanizmu 
transportu. W  ten sposób zrozumiano 
wiele faktów dotyczących skuteczności 
procesu filtracji, jak przykładowo to dla-
czego filtracja jest tak mało skuteczna 
w usuwaniu oocyst Criptosporidium, które 
powodują najczęstsze infekcje pochodzą-
ce od wody do picia.

 Niestety wszystkie trzy metody mate-
matycznego modelowania filtracji zawie-
sin wodnych przez ośrodki porowate nie 
są efektywne w  modelowaniu filtracji 
zawiesin wodnych po koagulacji [13], 
[14]. Jednak są zagadnienia procesów fil-
tracji w skali technicznej, w których meto-
dy matematycznego modelowania są sto-
sowane. Takim przykładem jest obliczanie 
parametrów eksploatacyjnych filtrów 
o skokowo zmiennej wydajność (VDRF od 
Variable Declining Rate Filters) [2], [4], [5], 
[10], [23], [24]. Jest to możliwe dzięki 
temu, że system hydraulicznej regulacji 
tych filtrów można obliczyć wyłącznie na 
podstawie podstawowych praw mechaniki 
płynu [6], [11], [12], bez korzystania 
z opisanych tutaj metod matematycznego 
modelowania procesu filtracji pospiesznej. 
Obliczenia te można jedynie trochę uści-
ślić stosując dodatkowo te metody. 
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Zjawiska, których nie uwzględniano 
w modelowaniu filtracji

Phenomena that were not included in filtration modelling

WOJCIECH DĄBROWSKI 

DOI 10.36119/15.2023.12.19

Opisano sposób przeprowadzenia oraz wyniki eksperymentów świadczących o dużym wpływie na filtrację wgłęb-
ną takich zjawisk, jak zagęszczanie się w czasie złoża filtracyjnego i ściśliwość osadów pokoagulacyjnych, a także 
prawdopodobnie pod koniec filtracji inaczej rozumiana niż dotychczas sufozja osadu. Zjawiska te są współodpo-
wiedzialne, wraz z innymi, za brak sukcesów w stosowaniu metod matematycznego modelowania procesu filtracji.
Słowa kluczowe: filtracja, osady pokoagulacyjne, zagęszczanie złoża, sufozja

The method of carrying out and the results of experiments are described, showing a significant impact on depth 
filtration of phenomena such as the thickening of the filter bed over time and the compressibility of post-coagulation 
sediments, as well as, probably at the end of filtration, sediment suffusion of a different character than was expected 
before. These phenomena are co-responsible, together with others, for the lack of success in using methods of 
mathematical modelling of the filtration process.
Keywords: filtration, coagulation sludge, bed thickening, suffusion

Wstęp

W artykule [12] przedstawiono ogól-
nie matematyczne modele filtracji po-

spiesznej, ale jak stwierdzono żaden 
z  tych modeli nie znalazł praktycznego 
zastosowania do modelowania filtracji ko-
agulowanych zawiesin wodnych, a  więc 

takich, z  którymi mamy do czynienia 
w technologii wody. W tym artykule omó-
wione zostaną metody badania zjawisk fi-
zycznych towarzyszących przepływowi 
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