Watpliwosci dotyczgce modelowania
matematycznego filtracji pospiesznej wody
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Opisano metody matematycznego modelowania filtracji pospiesznej wody zwracajqe szczegdlng uwage na roz-
bieznosci w pogladach dotyczqcych Z|O|W|s|< toworzyszqcych filtracji wgtebnej zawiesin woc?nych Opisano te wat-
pliwosci, ktére zostaty wyjasnione i w jaki sposdb je rozstrzygnieto. Chociaz zadna z metod nie okazata sie efek-
fywna w modelowaniu Flltrch zawiesiny poddanej koagulacji, a wiec nie znalazta bezposredniego zastosowania
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Stowa kluczowe: f>;

kazda z nich, w réznym stopniu, pozwolita lepiej zrozumieé ten proces.
iltracja wgfebna, filtracja pospieszna, modele fizyczno-chemiczne, modele stochastyczne

Methods of mathematical modelling of rapid water filtration are described, paying pdrhcu|or affention fo the
divergences in views on the phenomena accompanying the depth filtration of water suspensions. These doubts were
described and clarified. It was also described how they were resolved. Although none of the methods proved to be
effective in modelling the filiration of coagulated suspensions, and thus did not find dlrect application to water
technology, each of them provided a better understanding of the process to varying degrees.
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Filtracje pospieszng zawiesin wodnych
przez o$rodek porowaty, stanowigey zloze
filtracyjne stosowane w celu ofrzymania
czystego filiratu, w inzynierii chemicznej,
nazywa sie filiracjg wgtebna. Tutaj zamien-
nie bedzie stosowany termin filtracja wgteb-
na i filtracja pospieszna. O ile w filtracji po-
spiesznej dominujg zjawiska mechaniczne,
o tyle w powolnej mikrobiologiczne. Nie-
mniej w filtracji wgtebnej zjawiska mikro-
biologiczne majg znaczenie, chociazby jok
idzie o zmiane w czasie eksploataciji filtréw
whasciwosci fizycznych ziaren filtracyjnych.
Z drugiej strony, oddzictywania mechanicz-
ne i fizyczno-chemiczne pomiedzy czgstka-
mi zawieszonej w zawiesinach wodnych
fazy statej, a mikroorganizmami i po-
wierzchniq ziaren ztoza nie sq bez znacze-
nia dla przebiegu procesu filiracji powolnej.

Oméwione tutaj zostang watpliwosci
dotyczqce zjawisk towarzyszacych filtracji
pospiesznej wraz z lakonicznym okresle-
niem mefod badawczych zastosowanych
do ich rozpoznania.

Podstawy modelowania
fenomenologicznego

Matematyczne modelowanie filtracji
wgtebnej zawiesin wodnych opiera sie na
modelach fenomenologicznych, stocha-
stycznych  lub  fizyczno-chemicznych.

Modele fenomenologiczne nazywa sie
réwniez czasami modelami makroskopo-
wymi [27]. Powstaly one w latach czter-
dziestych ubiegtego stulecia i opieraly sie
na uktadzie dwéch réwnan. Jedno z nich
opisywato bilans masy, a drugie szybkos¢
wysycania poréw zloza filiracyjnego czast-
kami fazy stafej. Po pominieciu w réwna-
niu bilansu masy wyrazenia opisujgcego
hydrodyspersie przyjmowato ono jedng
z postaci (1), (2) [20] lub (3)[1],[17], [18].

90, A, Loy

ot ot ax

9o aC_ aC

90, 9 2

a oo 0 1@
9,,9€ o 3)
ot ox

W réwnaniach tych wprowadzono
nastepujgce oznaczenia:

u - predkosé (pozorna) filtracji [m/s],

x = wspdtrzedna gtebokosci [m],

t = czas[s],

C - objetoiciowe stezenie zawiesiny
zdefiniowane jako iloraz objetosci
zawieszonych w zawiesinie czg-
stek fazy statej do objetosci zawie-
siny [,

e - chwilowa porowatosé¢ objetoscio-
wa zloza zalezna od porowatosci
poczatkowej €, oraz od stezenia
osadu & [-],

s: depth filtration, rapid water filtration, physico-chemical models, stochastic models.

6 - stezenie objetosciowe osadu zdefi-
niowane jako iloraz objetosciowy
zatrzymanych czgstek fazy stotej
do objetoici porowatego osrodka

W réwnaniu (1) uwzgledniono wyra-
zenie 9(eC)/at opisujace szybkosé zmian
w czasie objetosci zajete] w zawiesinie,
wypetiajgcej pory ztoza filtracyjnego,
przez czagstki fazy statej. W réwnaniu (2)
uproszczono to wyrazenie przyjmujqc € =
g i wreszcie w réwnaniu (3) catkowicie je
pominigto.

Réwnanie opisujgce wysycanie poro-
watego osrodka usuwanymi czgstkami fazy
stofej zapisywane bylo przez Rosjan [25]
i Polakéw [3], [9], [20], [21], [22] w posta-
ci réwnania kinetyki (4), a w krajach
,zachodnich” w postaci réwnania (5) zapi-
sanego po raz pierwszy przez lwasaki [18].
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€ __alo)C (5)
ox

W réwnaniach (4), (5) o jest funkcjq
zalezng od predkosci filtracji i od nieréw-
nomiernosci uziarnienia o (u,x), przy
czym wartoéci o w fych réwnaniach sq
rézne. Zmiennymi niezaleznymi w réwna-
niach (1) lub (2) lub (3) oraz (4) lub (5) sa:
x, t. Zmiennymi zaleznymi sq C(x,t), o (x,)
oraz € (o(x,t)). Poniewaz z uktadu dwéch

prof. dr hab. inz. Woijciech Dgbrowski https://orcid.org/0000-0003-0896-793X — Politechnika Krakowska, Krakéw.
Adres do korespondencii/ Corresponding author: wojciech.dabrowski@pk.edu.pl

4
5
g
2
3
=

113



114

réwnan mozna obliczyé tylko dwie zmien-
ne zalezne, wiec w przypadku zastosowa-
nia réwnania bilansu (1) konieczne jest
wyrazenie porowatoci € w funkcji steze-
nia osadu &. Niestety stosunkowo mato
wiadomo o zaleznoici € = € (o) i oblicza
sie porowato$é osrodka, tak jok gdyby
byla ona zalezna liniowo od porowatosé
osadu m i od jego stezenia G, co nie znaj-
duje podstaw technicznych:

£=gyll- ﬁ) (6)

Znalezienie catki szczegélnej wymaga
znajomosci warunkéw granicznych. Pierw-
szy z nich jest warunkiem brzegowym,

Ax=04=¢C, (7)

ktére definivje statq wartosé stezenia
zawiesiny C, doptywaijqcej do ztoza filtra-
cyjnego, albo zmienng w czasie C(x = 0,1)
=C,_(t), gdzie C_(t) jest zadang funkejq
czasu. Oprécz warunku brzegowego (7)
w obliczeniach korzysta sie z warunku
opisujgcego fo, ze po wypltukaniv zloza
filracyjnego ,czoto” doptywaijacej zawie-
siny natrafia na czysty porowaty osrodek.
Ten warunek dla réwnan bilansu masy (1),
(2) przyjmuje sie w postaci warunku gra-
nicznego (8), a dla réwnania (3) joko
warunek poczqtkowy (9):

o{x,f =X€OJ =0
U

o(x,0)=0

(8)

(%)

Dla niejednorodnego  porowatego
oérodka, z jakim mamy do czynienia po
ptukaniv filtru, nalezy przyjaé, ze wspdt-
czynniki o zalezq od wspétrzednej gtebo-
kosci x. Dlatego o = ofx). Tak wiec dla
uktadéw réwnan (1), (4) oraz (2), (4)
i warunkéw granicznych (7), (8) oraz dla
uktadu réwnan (3), (5) i warunkéw gra-
nicznych (7), (9) zmienne zalezne C, o, €,
o wykazujg nastepujgce zaleznosci od
zmiennych niezaleznych x oraz t:

Clx, 1), o (x, 1), o (x), eleg, © (%, 1)),
Mo (x, 1)).

Warto$é stezenia osadu na granicy
warstwy filtracyjnej, tzn. dla x=0 obliczy¢
mozna bezposrednio z réwnania kinetyki
(4) oraz warunku brzegowego (7). Metody
andlitycznego rozwigzania ukfadu réwnan
bilansu masy (1) i kinetyki (4) przy warun-
kach granicznych (7), (8) oraz ukfadu réw-
nan (2), (4) przy tych samych warunkach
granicznych sq od dawna znane, w tym
dla réwnan kinetyki opisujacego przeptyw
przez niejednorodny porowaty osrodek

[9]. Natomiast uktad réwnan bilansu masy
(3) oraz réwnania opisujgcego wysycanie
porowatego oérodka osadem (5) rozwig-
zuje sig przy warunku brzegowym (7) oraz
poczatkowym (9). Metoda rozwigzania
tego uktadu réwnan jest prosta i przedsta-
wiona wiele lat temu.

Modele stochastyczne i UBE

Modele stochastyczne rozwijane byly
intensywnie w szkole naukowej profesora
Litwiniszyna, gléwnie w oparciu o procesy
Markowa. Zastugg tych modeli byfo do-
starczenie podstaw teoretycznych dla
przyjetych najpierw intuicyjnie i nastepnie
czysto empirycznie potwierdzonych réw-
nan kinetyki (4) oraz takich, ktére dodat-
kowo uwzglednialy hipotetyczne zjawisko
sufozji osadu w filtrach. Modele fizyczno-
chemiczne filtracji odnosity sie najpierw
do przeptywu gazéw odlotowych przez fil-
try workowe, a pézniej zostaly zaadopto-
wane do modelowania filtracji pospiesznej
(wgtebnej) wody i tam rozwijane. Podzie-
lono zjawiska wystepujace w filtracji po-
spiesznej na mechanizmy transportu i ad-
hezji. W czasie filtracji pospiesznej wody
odstepstwa od ruchu laminarmego linio-
wego sg nieznaczne. Jezeli zastosowad
réwnanie Erguna do obliczania oporéw
przeplywu przez czyste ztoze filtracyjne to
pierwszy jednomian tego réwnania opisu-
ie laminarne liniowe opory przeptywu, tak
jak réwnanie Kozeny-Carmana, a drugie
nieliniowo$¢ oporéw. Warto$é tego dru-
giego jednomianu nie przekracza 2% caf-
kowitych oporéw przeptywu, nawet dla fil-
tréw superpospiesznych. W przeplywie la-
minarnym linie pradu sq ustalone w czasie
i nie stykajg sie z ograniczajacymi prze-
plyw ciafami statymi, na ktérych po-
wierzchni predko$é przeptywu jest réwna
zero. Tok wiec zatrzymanie czastek fazy
statej w zlozu filtracyjnym oznacza, ze ist-
niejg mechanizmy powodujace opuszcze-
nie przez nie linii pradu i zblizenie sie do
powierzchni ziaren zloza filtracyjnego. Te
mechanizmy nazywane sq mechanizmami
transportu. W bardzo matej odlegtosci od
ziaren zloza pojawiajq sie znacznie wiek-
sze sity. Najpierw rozpoczyna sig od od-
pychania, gdyz zaréwno powierzchnia
ziaren ztoza piaskowego jest nafadowana
ujemnie jak i czgstek gliny, ktére stanowiq
najpowszechniej wystepujaca faze statq
wéd powierzchniowych. Po przekroczeniu
utworzonej w ten sposéb bariery potencja-
tu zaczynajq oddziatywaé przyciggajace
sity powierzchniowe, w tym sifa van der
Waalsa. Rozréznia sie wiec mechanizmy
adhezji odpowiedzialne za zatrzymanie
na powierzchni ziaren tych czgstek fazy
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statej, ktére przekroczyly bariere potencja-
tu. Modele fizyczno — chemiczne, nazywa-
ne ,Unit bed element” (UBE) pozwolity na
zrozumienie i opisanie mechanizméw
transportu, w fym na okreslenie zakresu
wielkosci czastek zawieszonych w zawie-
sinie, dla kiérych transport z zawiesiny
wodnej do ziaren zloza jest najmniej efek-
tywny. Modele fenomenologiczne nie da-
watly tej mozliwosci. Sq one jednak przy-
datne o tyle, ze zaréwno modele stocha-
styczne jok i UBE prowadzq do zacytowa-
nych tutaj réwnan od (1) do (5), a wiec
mozna skorzysta¢ z rozwigzan analitycz-
nych odpowiedniego ukfadu réwnan. Jest
to zawsze udogodnienie, nawet pomimo
faktu, ze rozwigzania numeryczne tych
uktadéw sq proste.

Przyznaé nalezy, ze zadne metody
obliczeniowe nie znalazly zastosowania
do modelowania przeptywu koagulowa-
nych zawiesin wodnych przez niejedno-
rodne po ptukaniu zloze filiracyjne. W dal-
szej czedci artykutu opisano niektére zja-
wiska stwarzajqce trudnosci w takim opisie
i powodujgce, ze staje sie on, jezeli
w ogdle mozliwy, to nieuzasadniony pod
wzgledem naktadu pracy na pomiary
zwigzane z uwzglednieniem niejednorod-
noéci uziarnienia zfoza i zawiesiny.

Uproszczenia réwnania bilansu
masy

Jedng z najstarszych kontrowersii
dotyczqcych filtracji pospiesznej wody
byla sprawa bilansu masy. W' krajach
zachodnich zawsze stosowane byto réw-
nanie bilansu (3) podane po raz pierwszy
przez T.Iwasaki [18]. Jak zauwazyt J.Litwi-
niszyn [20] prawidlowe teoretycznie jest
réwnanie (1), ktére zawiera dodatkowo
wyrazenie opisujgce szybko$¢ zmiany ste-
zenia czqstek fozy stalej w zawiesinie
wypetniajacej pory ztoza filtracyjnego.
Powstaly powazne réznice zdah pomie-
dzy J.Litwiniszynem, a K.J.lvesem i pozo-
statymi naukowcami stosujacymi w swoich
badaniach réwnanie wasaki (3). Uwazali
oni, ze wyniki stosunkowo licznych prac
laboratoryjnych prowadzonych z jedno-
rodng zawiesing bez koagulaciji na jedno-
rodnych ztozach filtracyjnych byly zgodne
z wynikami obliczef opartych na niepet-
nym réwnaniu wasaki (3). Rzecz dotyczy-
ta nie tylko tego czy réwnanie (3) moze
by¢ stosowane do modelowania filtraii
wgtebnej zawiesin wodnych, dle réwniez
tego czy badania oparte na réwnaniu
kinetyki (4) sq réwnowazne z tymi, w kté-
rych stosowano réwnanie (5). Bowiem
z réwnan (3), (4) otrzymuije sie (5) po prze-
liczeniu nowej wartosci o.. W rezultacie
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o ile zastosowaé warunek poczatkowy (9),
zamiast warunku granicznego (8) to po
przeliczeniu odpowiednio w réwnaniu
kinetyki (4) wartosci o, wyniki obliczen
opartych na réwnaniu (4) sq identyczne jok
oparte na réwnaniu (5), a wiec nie ma réz-
nicy w sposobie modelowania filtracj
pospiesznej wody pomiedzy badaczami
z Europy Wschodniej i pafstw zachodhnich.

Metoda badawecza i rezultaty

W publikacii [8] dla oceny mozliwosci
zastgpienia réwnania (1) réwnaniem (3)
zastosowano réwnania znane pod nazwg
autoréw publikacji [15] joko réwnania
Herzig-Leclerc-Le Goff. Dla réwnania (1)
sprowadzaiq sie one do postaci (11), a dla
réwnania (3) do postaci (10), o ile zatozyé
przebieg wysycania sie oérodka porowate-
go zgodny z réwnaniem kinetyki (4).

Jdo

99 _ ;.

™ o (10)
99 _ _Jo+eC) (11)
0x
d0
—=-1-lc+¢,C,) (12)
ox

Poniewaz warto$¢ stezenia osadu
o(x=0, t) oblicza sie bezposrednio z réw-
nania kinetyki (4) i z warunku brzegowe-
go (7) wiec obliczone wartoéci o(x=0, t)
nie zalezq od stosowanego w oblicze-
niach réwnania bilansu masy. Tok wiec
warunek brzegowy w postaci o(x=0, 1) jest
dla réwnan (10), (11), (12) taki sam. Sto-
sujqc twierdzenie Czaptygin-Perron wyka-
zano w pracy [8], ze rozwigzanie réwna-
nia (11) w postaci o(xt) jest zawarte
pomiedzy rozwigzaniem réwnan (10)
i (12). Przedstawione przyktady oblicze-
niowe [8] pokazaly oczywista wlasnos¢,
ze gdy Clx,1) << o(x,t) zastosowanie nie-
pefnego réwnania bilansu masy Iwasaki
(3) nie ma istotnego wptywu na obliczone
wartosci stezenia osadu ofx,t), a wiec
uproszczenie fakie pod koniec procesu fil-
tracji jest jok najbardziej dopuszczalne.
Podobny wniosek uzyskano dla radialnej
filtracji zawiesin wodnych [7], ktéra wyste-
puje w studniach chfonnych.

Hydrodyspersja

Kolejnym konceptem J.Litwiniszyna
[20] i jego zespotu, dotyczacym rozsze-
rzenia réwnania bilansu masy, byto
uwzglednienie w nim wyrazenia opisujq-
cego hydrodyspersie czqstek statych
zawartych w zawiesinie. Chociaz przy
pulsacyjnym doptywie zawiesiny mozna
byto w przezroczystej kolumnie filtracyjnej
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obserwowaé hydrodyspersie, to jednak
wszyscy z czasem przyjeli, iz w czasie fil-
tracji pospiesznej wody gradient stezenia
zawiesiny w kierunku przeptywu jest zbyt
maly aby konieczne byto rozbudowanie
réwnania bilansu masy o czton hydrody-
spersyjny. Watpliwoé¢ ta nie byta badana,
a jedynie na podstawie zgodnosci wyni-
kéw eksperymentalnych z obliczeniami
prowadzonymi z uwzglednieniem réwna-
nia bilansu masy (1), lub (2), lub (3) uzna-
no, ze hydrodyspersie mozna pomingé
w matematycznym modelowaniu filtracji
wgtebnej zawiesin wodnych.

Sufozja osadu

Dyskusja na temat tego czy w czasie fil-
tracji pospiesznej wody dochodzi do sufozji
osadu ma bardzo dlugg historie. Byt to
temat najbardziej znanej réznicy zdan
pomiedzy K.J. Ivesem oraz D.M. Mintsem
[25]. Mints utrzymywat, ze w miare groma-
dzenia sie osadu w porach ztoza filiracyj-
nego dochodzi do jego sufozii i ze niezbed-
ne jest uwzglednienie tego procesu w mate-
matycznym modelowaniu filiracji wgtebnej
zawiesin wodnych. Zaproponowat réwna-
nie kinetyki opisujgce zaréwno zatrzymy-
wanie czqgstek fazy statej w porach zoza
filracyjnego, jok i sufozje, a wiec przeciw-
ne do osadzania zjawisko porywania
z zatrzymanego osadu czastek fazy stofej
do przeplywajacej zawiesiny wodnej.
Postaé tego zaproponowanego réwnania
nie miata podstaw teoretycznych. Przepusz-
czajqc przez zakolmatowane ztoze filira-
cyjne czystq wode K.J. Ives wykazat, Ze nie
dochodzi do wymywania osadu w tych
warunkach. Niemniej Mints twierdzit, iz
przeplyw zawiesiny wodnej to nie to samo
co przeptyw wody i z tym stanowiskiem
dosyé powszechnie sie zgodzono. Koncep-
cia sufozji, joko zjawiska wystepujacego
w filtracji wgtebnej zawiesin wodnyc
zakladana byta réwniez w niektérych pra-
cach zachodnich [26]. W kolejnym artyku-
le opublikowanym w INSTAL-u zostanie
przedstawiona koncepcja badar nad sufo-
zjq osadu, w kidrej autor wspétuczesticzyt.

Podsumowanie

Modele fenomenologiczne filtracii
wgtebnej zawiesin wodnych pozwalaijq na
matematyczny opis przeptywu jednorod-
nej niekoagulowane| zawiesiny przez
homogeniczne porowate zoze. Rozwinie-
to te modele na przypadki niejednorodne-
go osrodka porowatego, ale brak jest rze-
telnych podstaw doswiadczalnych, ktére
potwierdzity poprawno$é réwnania kinety-
ki (4), w ktérym statq wartos¢ wspétczyn-
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nika o zastgpiono dla niejednorodnego
Zoza przez funkcje o (x) [9]. Réwnania
stosowane w fenomenologicznych meto-
dach modelowania zostaty poniekgd uza-
sadnione przez modele stochastyczne
[19,20,21], dle przy wyprowadzaniu tych
réwnanh konieczne byto poczynienie zato-
zen dotyczqcych prawdopodobiehstwa
zatrzymania w ztozu filtracyjnym zawie-
szonej w zawiesinie czqgstki fazy statej,
a w modelach uwzgledniajacych sufozje
osadu réwniez prawdopodobiefstwo
wymycia takiej czgstki z osadu. Tak wiec
chociaz uzyskano w efekcie réwnania opi-
sujace wysycanie sie porowatego osrodka
czgstkami zawieszonej fazy stofej, to jed-
nak ofrzymany wynik uzalezniony byt od
zatozer poczynionych na etapie budowy
modeli stochastycznych. Wielkg zastugg
modeli fizyczno—chemicznych (UBE) bylo
wyjasnienie istoty mechanizmu transportu
odpowiedzialnego za opuszczenie przez
czqgstke statg zawiesiny linii pradu i zblize-
nie sie do obszaru, na ktérym najpierw
dominujq sity odpychajace, tworzqc barie-
re potenciatu, a pdzniej sity adhezyjne.
Obliczenia przeprowadzone dla kolekto-
réw réznego ksztattu pozwolity wyzna-
czy¢ wielkoéci czastek, dla ktérych wyste-
puje minimum efektywnoéci mechanizmu
transportu. W fen sposéb zrozumiano
wiele faktéw dotyczqcych skutecznosci
procesu filtracji, jok przykfadowo to dla-
czego filtracja jest tak mato skuteczna
w usuwaniu oocyst Criptosporidium, ktére
powodujq najczestsze infekcje pochodzg-
ce od wody do picia.

Niestety wszystkie trzy mefody mate-
matycznego modelowania filtracji zawie-
sin wodnych przez o$rodki porowate nie
sq efektywne w modelowaniu filtracji
zawiesin wodnych po koagulacji [13],
[14]. Jednak sq zagadnienia proceséw fil-
tracji w skali technicznej, w ktérych meto-
dy matematycznego modelowania sq sto-
sowane. Takim przyktadem jest obliczanie
parametréw  eksploatacyjnych  filtrow
o skokowo zmiennej wydajnoé¢ (VDRF od
Variable Declining Rate Filters) [2], [4], [5],
[10], [23], [24]. Jest to mozliwe dzieki
temu, ze system hydraulicznej regulacji
tych filtréw mozna obliczy¢ wytacznie na
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